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Resumo

Temos desenvolvido investiga¢des sobre um conceito de légica bastante universal em um con-
texto puramente conjuntista. Neste artigo, destacamos as rela¢des de consequéncia simétrica
como um caso particular e especial de relacdes de consequéncia com multiplas conclusdes. A
motivagdo para esta abordagem dedutiva vem dos calculos de sequentes de Gentzen, que asso-
ciam um conjunto de sentencas a outro conjunto de sentencas, o antecedente e o consequente.
De modo especial, sobre o conjunto antecedente, devemos imaginar uma conjuncao de senten-
¢as, enquanto que no conjunto consequente a ideacao seria de uma disjuncao. Por isto, Gentzen
trabalhou com sequéncias finitas. Visto que tratamos com conjuntos quaisquer, entdo devemos
reconhecer a validade de cada membro do antecedente e, de modo simétrico, de algum elemen-
to do consequente. Mostramos que ainda assim temos sistemas dedutivos de Tarski.

Palavras-Chave: Operadores de Consequéncia, Relagdes de Consequéncia, Consequén-
cia com Mualtiplas Conclusdes, Consequéncia Simétrica.

Symmetric consequence relations
Abstract

We have developed investigations on a quite universal concept of logic in context purely set
theoretic. In this article, we highlight the symmetric consequence relations as a particular and
special case of consequence relations with multiple conclusions. The motivation for this ap-
proach comes from sequent calculus of Gentzen, which associates a set of sentences to another
set of sentences, the antecedent and the consequent. In a special way, about the antecedent set
we must consider a conjunction of sentences, while the consequent is formed by a disjunction.
For this reason, Gentzen worked with finite sequences. Since we deal with any sets, then we
must recognize the validity of each member of the antecedent and symmetrically of some mem-
ber of the consequent. We show this case is still a deductive system of Tarski.

Key Words: Consequence Operators, Consequence Relations, Consequence with Multi-
ple Conclusions, Symmetric Consequence.

1 UNESP - FC - Bauru. E-mail: haf@fc.unesp.br.
2 UNESP - FC - Bauru. E-mail: reicher@fc.unesp.br.
3 UNICAMP - IFCH - Campinas. E-mail: angela.p.rodrigues@bol.com.br.

Volume 3 Ntimero 2 - Ago-Dez /2016 53
www.revistaclareira.com.br



Y~ Clareira

Revista de Filosofia da Regido Amazénica

ISBN: 2359-1951

Introducao

O conceito de consequéncia légica é central para o entendimento do que é
l6gica. Sabemos que as légicas contemporaneas sdo construidas sobre linguagens artifi-
ciais particulares, que ja portam entre seus entes constituintes aspectos essenciais das

nogdes a serem formalizadas naquela l6gica.

De um modo bem universal, por momento, deixamos a linguagem a
parte e nos concentramos na nogao de consequéncia apenas. Esta é uma abordagem
com alguma tradi¢do e escolhemos olhar apenas para a nocao de consequéncia num

ambiente puramente conjuntista.

Revisitamos o conceito de operador de consequéncia de Tarski que de-
termina uma particular classe de légicas, as logicas de Tarski. O operador de Tarski
leva um conjunto de férmulas, as premissas, num outro conjunto de férmulas, as con-

clusdes, e gera um caso de consequéncia com multiplas conclusdes.

Na tradicdo de formalizacdo da consequéncia légica, também surge o
conceito de relagdo de consequéncia, mas com uma conclusdo a cada passo, que chama-

mos de consequéncia com conclusdo unitéria.

Nestes casos mencionados, todos os elementos do conjunto conclusao

sao deduzidos do conjunto de premissas.

Investigamos, neste artigo, o caso em que do conjunto das conclusdes
basta a validade de um elemento. Esta abordagem é uma generalizacdo da nogdo de

calculo de sequentes de Gentzen e é chamado de consequéncia simétrica.

Inter-relacionamos estes conceitos e mostramos que toda consequéncia
simétrica pode ser associada a um operador de Tarski embora a reciproca ndo se verifi-

que.

Volume 3 Ntimero 2 - Ago-Dez /2016 54
www.revistaclareira.com.br



@

Y~ Clareira

Revista de Filosofia da Regido Amazénica

ISBN: 2359-1951

Consequéncia simétrica
Relagdes de consequéncia simétrica tém sua motivagdo advinda dos célcu-
los de sequentes de Gentzen (1969). Elas sdo relagdes definidas sobre P(E), em que E é

um conjunto e P(E) é o conjunto das partes de E.

Gentzen definiu seus sequentes iniciais sobre sequéncias finitas de foér-
mulas e na literatura, pouco depois, surgiu a apresentagdo dos sequentes sobre multi-
conjuntos finitos. Multiconjuntos generalizam o conceito usual de conjuntos ao admitir

a repeticao ou multiplicidade de elementos.

A nossa versao trata de conjuntos quaisquer, podendo inclusive ser con-

juntos com infinitos elementos.

Definicao 1.1: Uma relacdo R ¢ ExE é equipotente e uma relagdo R c P(E)xE é ndo-equi-
potente.

Em alguns textos, as nossas relagdes equipotentes de consequéncia, sao cha-
madas de simétricas e as ndo-equipotentes de assimétricas. Como ndo sdo nomes com-
pletamente estabelecidos e também usamos as expressdes de relagdes simétricas e assi-

métricas para outros conceitos, entdo julgamos melhor ndo usar estes nomes.

Defini¢ao 1.2: Uma quase particdo de um conjunto M é um par de conjuntos disjuntos
(M1, Mz), isto é, M1 M M2 = tal que M1 U M2 =M.

Uma possibilidade extrema de quase particao é para (<&, M), quando um

dos subconjuntos da particao é o conjunto vazio.

Agora a definigdo de consequéncia simétrica pretendida, que é uma relagao

equipotente sobre P(E), encontrada em (Dunn e Hardegree, 2001).

Definicao 1.3: Sejam E um conjunto nao vazio e AUBUFUGUM c E. Uma relagio de
consequéncia simétrica = < P(E) x P(E) é determinada pelo seguinte:

(S))ANB=J = A EB

(S2) A I B= AUF IF BUG (diluigao)
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(S3) para todo conjunto M, se A I B, entdo existe uma quase particao (M,

M,) de M tal que AUM; I BUM,; (corte global).

Vejamos algumas consequéncias simples desta definicao.

Pela contrapositiva, a condicao (S:) é equivalente a A ¥ B = AnB = (, isto

é, se ndo ha consequéncia de A para B, entdo os conjuntos sdo disjuntos. Mas, (S,) ndo
diz que se os conjuntos sao disjuntos, entdo ndo ha deducdo entre eles. Por exemplo,

consideremos a légica proposicional cléssica, e os conjuntos A = {p,p > q}eB={p A

q}. Assim temos que AnNB =, A Ik {q} e B IF {q} e, portanto, A I= B.

A condicdo (S;) garante ainda que {x} IF {x}; A I A, desde que A seja ndo
vazio; se x € A, entdo A ¢ {x} e {x} IF A.Porém, nada pode ser afirmado, até o momen-

to, sobre ¥ I .

A condigdo (S;) parece ser um pouco mais estranha, particularmente se G #
&. Se ha A IF B, entdo parece razodvel supor que B # &, pois do contrédrio, diante de

(S2), qualquer conjunto deduziria qualquer conjunto. Dai parece razodvel que & I <.

A simples unido com F nos da a monotonicidade usual, que nos garante o acréscimo de

premissas. Agora a unido de G nos remete a que se A IF {x}, entdo A Ik {x}UG, para

qualquer conjunto G, ou ainda, A I {b}, para algum b € B, entdo A I B.

Apenas como estd na defini¢cdo, ainda ndo temos que A I B = A Ik {b},

para algum b € B. Contudo, ao considerarmos que B # J, serd possivel demonstrar

esse fato.

Proposigao 1.4: O corte global (S;) implica a seguinte versao do corte: A IF Bu{x} e
Au{x} I B= A IE B (corte).

Demonstragdo: A contrapositiva da regra do corte acima diz: A ¥ B = A ¥ Bu{x} ou
Au{x} I# B. Agora em (S;), para M = {x}, se tomarmos a quase particao M, = {x} e M, =
&, teremos que A I¥ B= Au{x} ¥ B. m
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Corolario 1.5: A seguinte versao do corte: A I BUC e AUC Ik B= A Ik B (corte genera-
lizado) também é consequéncia d corte global (S3).

Demonstracio: Se C é vazio, o resultado é imediato da hipdtese. Agora, se C é ndo vazio,
entdo o resultado segue como na demonstracdo da proposicdo anterior, quando x per-
corre cada elementode C. m

Teorema 1.6: Se A I Be B # J, entdo A Ik {b}, para algum b € B.

Demonstragio: Se B # &, entao ha b € B e, por (S1), B I+ {b}. De A Ik B e B IF {b}, pela di-
luicao, temos que A I {b}UB e AUB I {b} e dai, pelo corte, que A Ik {b}. =

Assim, temos que entender esta consequéncia Ik do seguinte modo:

A IF B, comB# Y < A Ik {b}, paraalgumb € B.

Operadores de Tarski

A nossa versdo do operador de consequéncia de Tarski é a seguinte.

Definicao 2.1: Um operador de consequéncia sobre E é uma funcdo C: P(E) — P(E) tal
que, para todos A, Bc E:

(C1) A < C(A) [autodedutibilidade]
(G) A € B= C(A) c C(B) [monotonicidade]
(G5) C(C(A)) = C(A) [idempoténcial].

Para todo operador de consequéncia C, por (C;) e (C;), vale a igualdade

C(C(A)) = C(A).

Defini¢ao 2.2: Um operador de consequéncia C sobre E é finitirio quando, para todo
AcCE:

(Cy) C(A) = U{C(Ay) : A¢ é subconjunto finito de A}.

Definigao 2.3: Espaco de Tarski (sistema dedutivo, espaco de fecho, 16gica) é um par (E, C),
em que E é um conjunto qualquer e C é um operador de consequéncia sobre E.
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Definicao 2.4: Seja C um operador de consequéncia sobre E, o conjunto A é fechado em
(E, C) quando C(A) = A, e A é aberto quando o complementar de A, denotado por A€, é
fechado em (E, C).

Proposicao 2.5: Se (E, C) é um espaco de Tarski, entdo o dominio E é fechado, o conjun-
to J é aberto e para todo A c E, o conjunto C(A) é fechado. ]

Para uma ponte entre o operador de consequéncia de Tarski e as relacdes

de consequéncia simétricas, usamos a seguinte relacdo de equivaléncia:

AlF B BcC(A).

Diante disso, mostramos que se (E, Ir) é uma relagdo de consequéncia si-

métrica, entdo ao tomarmos a equivaléncia A Ik B < B < C(A), verificamos que (E, C) é

um espago de Tarski, contudo a reciproca nao vale, pois podemos definir um espago
(E, C) para o qual ao tomarmos a equivaléncia acima, ndo obtemos uma relagao de con-
sequéncia simétrica como na Defini¢do 1.3.

Relac¢6es simétricas e sistemas de Tarski

Agora, mostramos que embora com concep¢do um pouco nao usual, tam-

bém as relagdes de consequéncia simétrica sdo sistemas de Tarski.

Proposicao 3.1: Se (E, Ir) é relacao de consequéncia simétrica e tomamos A I B < B ¢
C(A), entdo (E, C) é um espaco de Tarski.

Demonstragio: (C;) Se A # &, entdo AnNA = J e, por (S1), A IF A e, pela equivaléncia do
enunciado, A ¢ C(A).

(C)Se AcBey e C(A), entdo {y} = C(A) e A I {y}. Por (S;), paraF=Be G

= J, temos AUB Ik {y}. Assim, {y} € C(AUB) = C(B) e, portanto, y € C(B).

(G5) Sey € C(C(A)), entdo {y} = C(C(A)) < C(A) I {y}. Agora, para todo z,
z € C(A) & {z} c C(A) & A Ik {z}. Dai, para todo z € E, A I {z}U{y} e Au{z} = C(A) I

{y}. Por (Ss), A I {y} e, portanto, y € C(A). =

Porém, ndo vale a reciproca.
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Proposicao 3.2: Nem todo sistema de Tarski determina uma relagao simétrica.

Demonstracio: Sejam E = {a, b} e sobre E definimos um operador de Tarski do seguinte
modo: C({a}) = {a}, C({b}) = {b}, C({a, b}) = {a, b} e C(D) = J. Ao dizermos quem sdo os
fechados sobre E, temos um espaco de Tarski (E, C).

Contudo, se considerarmos uma relacdo sobre E dada por A I B < B
C(A), como na proposicdo anterior, temos que {a} IF {a}, mas ndo é o caso que {a} IF {a,

b}. Logo, ndo vale (S,) ao tomarmos A = B = {a}, F = & e G = {b} e, portanto, a rela¢do I=

nao é simétrica conforme da Definicdo 1.3. =

Portanto, o conceito de relagdo simétrica difere do conceito de operador de
Tarski, bem como do de uma relacdo de consequéncia com multiplas conclusdes, como
veremos a seguir. Todavia, fazendo uma associagdo apropriada, observamos que o con-
ceito de relacdo simétrica pode ser visto como um caso particular do conceito de opera-

dor de Tarski.

Relagdes de consequéncia de multiplas conclusdes

Em (Feitosa, Moreira e Soares, 2016b) introduzimos uma definicao de rela-
¢do de consequéncia com multiplas consequéncias, como abaixo, a qual mostramos ser

também um sistema de Tarski.

Definicao 4.1: Seja E um conjunto nao vazio. Dados AUBUC c E, definimos uma rela-
¢do de consequéncia com miiltiplas conclusoes I+ — P(E) x P(E) por:

R)AIFA

R)AFC=AUBIFC

R)AFCeAUCIB= A+ B.

A condicao (Rs) deve ser entendida como um corte generalizado, pois eli-
mina o conjunto C. Esta condi¢do (R;) implica a condicdo (Rs), abaixo, que é o corte

ponto a ponto:
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(Ry) A - {x} e Au{x} I B= A I B.

Além disso, a condicdo (Rs;) mais a monotonicidade (R;) garantem uma

transitividade dedutiva entre conjuntos.

Se (E, I) determina uma relacdo de consequéncia como acima, entdo verifi-

camos que:

A - B< A I {b}, para todo b € B.
Os resultados abaixo sao facilmente demonstrados a partir da Definicdo 4.1.
Proposicao 4.2:Se A - Be B I- C, entdo A I+ C.
Proposicao 4.3: Se A c B, entao B I+ A.

Proposicao 4.4: Sejam (E, I-) uma consequéncia com multiplas conclusdes e (E, I) uma

consequeéncia simétrica. Para AUB c E, se A I B, entdo A I B.

Demonstragdo: Como a relagdo I~ vale para todo b € B, se B # J, entdo ela satisfaz tam-

bém a relagao Ik. [

No caso em que B = {x} é um conjunto unitario, os dois casos colapsam.

Proposigao 4.5: Sejam (E, I-) uma relagdo de consequéncia com multiplas conclusoes e

(E, IF) uma consequéncia simétrica. Para AUB c E, A I B ndo implica que A I+ B.

Demonstragio: Consideremos um y € E tal que AUF I#{y}. Assim, se A I= B, entdo AUF
I= Bu{y}, contudo, AUF I+ Bu{y}. [

Como ja haviamos verificado em (Feitosa, Moreira, Soares, 2016), dada uma
relacdo de consequéncia com madaltiplas conclusdes, podemos determinar para ela um

espaco de Tarski (E, C) e vice-versa.
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A Proposigdo 4.5 tem semelhanga com a Proposicdo 3.2, em que temos os
sistemas de Tarski ou de multiplas conclusdes, mas eles apenas ndo garantem uma re-

lagao de consequéncia simétrica, nos dois casos, devido a propriedade de diluigao.

Consideragoes finais

Como ja vimos, sempre podemos passar de uma relacdo de consequéncia
com conclusdo Gnica para uma relacdo de consequéncia com multiplas conclusdes e
vice-versa. Nestes casos, todas as conclusdes tém que ser validas segundo a respectiva

relagdo. Verificamos também que estas relagdes sao casos de sistemas de Tarski.

Neste trabalho mostramos que toda relacdo simétrica produz um sistema
de Tarski, contudo, um sistema de Tarski ndo garante a propriedade da dilui¢do, como

apresentada neste artigo.

Importante é observar que temos diferentes maneiras de caracterizar as no-
¢Oes logicas, mesmo sem levarmos em conta as linguagens subjacentes, atendo-nos as
nocoes de consequéncia. As consequéncias simétricas variam um pouco quanto a in-
cluir nas conclusdes nao obtidas no processo de consequéncia, contudo exige que al-
gum elemento esteja na consequéncia, para s6 depois admitir quaisquer. Porém, algum

tem que jogar o papel de validar a consequéncia e, entdo, os demais seriam supérfluos.

Continuamos instigados a desenvolver investigacdes sobre a nocao bastan-
te geral de consequéncia l6gica, também para sistemas ndo Tarskianos, e pela inclusdo

de outros entes l6gicos que precisem ou ndo de noc¢des de linguagem.

Também gostariamos de tratar de aspectos da consequéncia que ndo seja
apenas a consequéncia dedutiva e sempre buscar nocoes gerais que permitam algo de

fundamentagdo da consequéncia (l6gica).
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