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Abstract: In this paper, we present the family of metallic numbers, which is a class of numbers that
includes the golden ratio, and we deeply study two elements of this family: the golden and silver
numbers, with a geometric focus. This research is bibliographic in nature and relies on the deductive
method, which is commonly used in Mathematics studies. It is the result of the Institutional Project
of Scholarships in Scientific Initiation at the Federal University of Ronddnia (UNIR), where the first
author works as a volunteer scholar under the guidance of the second author. The main distinctive
feature of this work is the use of the online tool GeoGebra for constructing the golden and silver
rectangles, as well as presenting a step-by-step guide for constructing the silver rectangle using
GeoGebra.

Keywords: Metallic numbers; Gold and Silver numbers; Geometric constructions.

Resumo: Neste artigo, apresentamos a familia dos niimeros metalicos, que é uma classe de nimeros
que contém como primeiro membro o niimero de ouro, e estudamos de forma aprofundada dois
elementos dessa familia: os niimeros de ouro e de prata, com um enfoque geométrico. A presente
pesquisa € de cunho bibliografico e apoia-se no método dedutivo, que € comumente utilizado em
trabalhos de Matematica. Esta pesquisa € resultado do Projeto Institucional de Bolsas em Iniciagdo
Cientifica da Universidade Federal de Rondénia (UNIR), no qual o primeiro autor atua como
bolsista voluntario sob a orientacdo do segundo autor. O principal diferencial deste trabalho é a
utilizacdo da ferramenta online GeoGebra para a construgao dos retangulos de ouro e de prata, bem
como a apresentacdo do passo a passo para a constru¢ao do retangulo de prata utilizando o
GeoGebra.

Palavras-chave: Numeros metalicos; Numeros de ouro e de prata; Construgdes Geométricas.

1. Introducao

Este trabalho discursara os numeros metalicos, que sao uma concepcdo de Vera
Martha Winitzky de Spinadel (2003), que toma como referéncia o nimero de ouro (@), que
¢ 0o membro mais conhecido e também o primeiro desta familia a ser descoberto, com o
seu primeiro registro encontrado em “Os elementos de Euclides volume VI” (Biembengut,
p- 53, 2000). Esta pesquisa é de natureza bibliografica, apoiada pelo método dedutivo,
geralmente utilizado em trabalhos de Matematica, e decorrente do Projeto Institucional
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de Bolsas em Iniciagao Cientifica da UNIR, intitulado Numeros Metilicos, no qual o
primeiro autor atua como bolsista voluntario, sob a orientagao do segundo autor.

A fim de descrevermos os numeros metalicos, come¢aremos nossa motivagao inicial
estudando o numero de ouro (¢) por meio da equagdo que o define. Para isso,
consideremos a seguinte equagao quadratica:

x2—x—-1=0 equagéo (1)

cuja solugdo positiva é o nimero de ouro ou razao aurea, ou seja, podemos obter o nimero
de ouro resolvendo a Equacdo (1), para isso pode-se usar o método de completar
quadrados, vejamos:

x*—x—1=0 =>x2—2£+(1> —<1) -1=0= <x—1> -———1=0
B 2 \2 B 2 B

( 1)2 5 0 ( 1)2 5 1 +J§ 1+\/§ 1++/5
— —_— —_——_= —) —_—— = - —_—_—= —_—— = — 4 =
*732) T4 XTR) TaT T TRy T TRy T

Logo, a solugao positiva da Equagao (1) € o nimero ¢ = %E que € o nimero de
ouro, para mais detalhes sobre o niimero de ouro o leitor pode consultar Avila(1985), Bi-
embengut(2000), Ramos(2013), entre outros.

Nesse sentido, os numeros metalicos, assim como o numero de ouro, sdo solugdes
positivas de uma equacgao quadratica, a saber:

x2—px—q=0 equacao (2)

com p e q numeros naturais quaisquer. Se p = q =1 a equagao anterior se torna a equagao
do niimero de ouro e quando p =2 e q = 1 obtém-se a equagdo que tem como solugao
positiva o niimero de prata, nomenclatura conforme DE ESPINADEL (2003).

Neste trabalho, apesar de apresentarmos os niimeros metalicos para q = 1 (caso no
qual faremos a representacao por fragdes continuas), iremos nos aprofundar nos nimeros
de ouro e de prata. Na verdade, estaremos interessados nas construgdes geométricas refe-
rentes a esses dois nimeros, ou seja, a construgdes relacionadas aos niimeros de prata e
ouro utilizando-se régua e compasso como eram feitas as constru¢des geométricas nos
primoérdios da geometria. Porém, atualmente existem muitos softwares computacionais,
aplicativos e sites que proporcionam precisao e facilidade para construgdes geométricas,
pois possuem uma gama de recursos a serem utilizados, um exemplo € o GeoGebra, que
é um aplicativo livre e utilizado no estudo de Geometria e Algebra e pode ser usado tanto
online como baixado no computador, ele sera apresentado e utilizado, no lugar da régua
e compasso tradicionais, no decorrer deste trabalho para as construgdes geométricas rela-
cionadas aos niimeros de ouro e de prata, para mais detalhes do GeoGebra ver Secao 5.

O presente artigo comega com uma motivagao acerca do surgimento da sequéncia de
Fibonacci e sua relagdo com o niimero de ouro na Secao 2. Em seguida, discorre-se um
pouco sobre os niimeros metalicos e suas representacdes em forma de fragdes continuas
na Segao 3, finalizamos essa secdo com a definigao da razdo de prata. Ja na Sec¢do 4, nos
dedicamos a construcao dos retangulos de ouro e de prata. E por fim, na Secdo 5 é apre-
sentado um passo a passo para a construcdo do retangulo de prata utilizando-se o Geo-
Gebra online.

2. Materiais e Métodos
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2.1 O numero de ouro e a sequéncia de Fibonacci

A sequéncia de Fibonacci é parte do trabalho de Leonardo de Pisa (1170 — 1240) ou
como era conhecido Fibonacci, de onde surgiu o nome de sequéncia de Fibonacci, que
aparece em seu primeiro livro publicado “Liber Abaci”. No capitulo 12 do livro “Liber
Abaci” é relatado o problema que veremos a seguir.

Um homem pds um par de filhotes de coelhos num lugar
cercado de muro por todos os lados. Quantos pares de coelhos
podem ser gerados a partir desse par em um ano se, suposta-
mente, todo meés cada par da a luz a um novo par, que é fértil a
partir do segundo més? No 1o més, temos apenas um par de
coelhos (ainda filhotes). No 20 més, continuamos com um par
de coelhos (agora adultos). No 30 més, nasce um par de filho-
tes. Logo, temos dois pares de coelhos (um par de adultos e um
par de filhotes). No 40 més, o par inicial gera o seu segundo par
de filhotes, ficando um total de trés pares de coelhos (o par ini-
cial, o primeiro par de filhotes, agora adultos, e o segundo par
de filhotes). No 50 més, o par inicial gera o seu terceiro par de
filhotes; o segundo par de adultos gera o seu primeiro par de
filhotes e o par de filhotes gerado no més anterior, agora
adulto. Logo, temos cinco pares de coelhos (trés pares de adul-
tos mais dois pares de filhotes). e assim por diante. . . (Fibo-
nacci, apud RAMOS, p. 5-6 2013).

Assim percebe-se que a cada més o nimero de casais de coelhos é igual a soma de
casais de coelhos dos dois meses anteriores, ou seja, mensalmente teremos a seguinte
quantidade de pares de coelhos: 1,1,2,3,5,.... Tal sequéncia sera definida formalmente a
seguir.

Definicdo 1 A sequéncia (Fu)nen definida pela recorréncia Fun = Fn +Fn-1 sendo F1 = Fo =1 ¢
conhecida como sequéncia de Fibonacci. De forma explicita os termos sdo:

1,1,23,5,8, 13, 21, 34, 55, 89,...

A partir da sequéncia de Fibonacci podemos construir uma nova sequéncia dada pela
razao de seus termos, que € a seguinte: =l . E possivel verificar que tal sequéncia vai
convergir pararo numero de ouro @ (Avila, 1985). Vejamos a seguir como é possivel
determinar esse limite:

Fria Fooi  Fana
Foi1=E,+F,_; = E] =1+ E = E] =1+ F,

Fn1

suponhamos que lim

= x, aplicando o limite na ultima igualdade acima obtemos x =
n—oo n
1 . . s ~ A . (F < .
1+ ~ que é equivalente & Equacéo (1). Como os termos da sequéncia (’;—n“) nen S0 posi-
tivos, seu limite também deve ser, com isso garantimos que o esse limite deve ser o nu-
mero ouro (. uma vez que ele é a inica raiz positiva da Equacao (1).
O namero de ouro aparece de forma natural também na geometria, um dos casos é

quando se pretende dividir um segmento em média e extrema razao, que definiremos a
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seguir. Diz-se que um ponto C de um segmento AB (Figura 1) divide este segmento em
media e extrema razao se

AB _AC
AC ~ CB
b
A a C B
@ —0 o

Figura 1. Razdo de ouro. Fonte: Autores (2023).
Assim tomando AC = a, CB =b e AB = a+bh como AB AC = AC CB temos que:

a+b a a2 a
=-=>d=ab+b?=a’—ab-b>=0=(7) -7 -1=0
a b b

O que mostra que a razdo a b satisfaz a equacéo (1) cuja raiz positiva é igual ao nimero de Ouro
¢, por esse motivo a razdo dizemos que o ponto ¢ divide o segmento AB na razdo aurea.

2.2 Numeros metdlicos e suas formagoes

De acordo com Spinadel (2003), os nimeros metalicos séo definidos como as solucGes posi-
tivas da equagdo x 2 — px—q = 0, com p e q nimeros naturais, na qual o primeiro nimero dessa
familia € o nimero de ouro ¢ que é obtido quando p = q = 1. Para 0s objetivos deste trabalho,
substituiremos na equacéo quadratica x> — px—q = 0, p por n e q por 1, desta forma obtemos a
equacéo particular x2 —nx—1 =0 sendo n € N, que nos fornece uma quantidade infinita de membros

da familia dos niameros metalicos, resolvendo essa equacgao quadratica temos

I O E A GO R Ge))
2

n+Vn2+4
2

e considerando apenas a raiz positiva teremos x =

Essa Ultima igualdade nos mostra que existe uma classe de nimeros metélicos irracionais que
contém o numero de ouro ¢. A seguir veremos que 0s nimeros gerados por esta equagdo sao irra-
cionais. Observemos que n 2 + 4, com n € N, ndo pode ser um quadrado perfeito, provaremos isso
utilizando-se 0 método de reducdo ao absurdo. De fato, suponhamos que exista um k € N, tal que
n2+4=k2,entdlok>nek2—n2=4= (k+n)’k —n)=4. O nimero 4 pode ser decomposto
de duas maneiras como um produto de nimeros naturais, a saber, 4 = 4-1 e 4 = 2.2 sendo assim

temos duas possibilidades.
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1°caso: ktn=4ek-n=1ousejak=4-nek=n+l,entilontl =4n=2n=3=n=3/20que
um absurdo jaquen € N.

2°caso:k+n=2ek-n=2entdok=2-nek=2+nsendo2-n=2+n >2n=0=>n=02=>n=
0 sendo um absurdo.

Logo conclui-se que a expressdo n? + 4 ndo é um quadrado perfeito paratodo n € N e consequen-

ntyn?+4

. n+ +4 L . . .
temente os numeros da forma > Sao Irracionals.

2.2.1 Representagio dos niimeros de ouro, prata e bronze através de fracoes continuas

Da equagdo geral x> —nx—1 = 0 temos que x? = nx+1, dividindo os dois lados dessa igualdade por

1 - . . A=
X vem que x?/x = (nx+1)/x consequentemente X = n + ~ assim caimos na seguinte recorréncia:

1
xX=n-+

que é uma fragao continua, ou seja, os niumeros metalicos podem ser vistos também
como fragdes continuas, para mais detalhes a respeito das fra¢gdes continuas e ndameros
metalicos o leitor pode consultar (ARAUJO, 2015).

Sendo assim, para cadan € N a recorréncia gerara um nuimero metalico. Paran=1
essa fragdo nos dara o nimero de ouro @, ja para n =2 obteremos o nimero de prata (que
denotaremos por o) e assim sucessivamente para n = 3 teremos o numero de Bronze (que
denotaremos por @), nos quais os dois primeiros serao abordados no decorrer deste tra-
balho, sendo assim,

¢=1+1+%,0=2+2;1ew=3+ T

1+. 2+.. +3+..

sdo as representa¢oes dos niimeros de ouro, prata e bronze, respectivamente, em fracdes
continuas.

2.2.2 Numeros de prata

O ntimero de prata ou razao de prata pode ser visto de diversas formas na arte e até
mesmo na estética de coisas de nosso cotidiano, estando presente na forma das folhas de
papel A4 e nas artes e arquitetura orientais.

Pode-se calcular o valor do niimero de prata pela seguinte equagdo demonstrada an-
teriormente.

%(n+\/n2+4)

Sendo assim, fazendo n = 2 obtemos o nimero de prata, ou seja,

o= l+VETA) =121 T

2 2 2
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Logo, o ntimero de prata é o= 1 + V2 que com quatro casas decimais pode ser apro-
ximado como 2,4142.... Assim como a razao de ouro, a razdo de prata pode ser vista de
forma natural na geometria. Dizemos que os pontos C e D dividem um segmento AB na
razdo de prata (Figura 2)

AB _AC
AC ~ CB

Figura 2. Razao de prata. Fonte: Autores (2023).

3. Resultados e Discussao

A seguir descrevemos as construgdes geométricas das razdes de ouro e de prata. De
acordo com Wagner (2009), as construgdes geométricas surgiram na Grécia antiga e con-
tinuam até aos dias atuais a terem muita importancia na compreensdo da geometria. As
construgdes geométricas sao feitas com a utilizagao apenas de régua nao graduada e com-
passo sendo 1til na resolugdo e compreensao de conceitos e problemas geométricos e al-
gébricos.

Nas construgdes geométricas sao permitidos apenas a régua (ndo
graduada) e o compasso. A régua serve apenas para desenhar uma
reta passando por dois pontos dados e o compasso serve apenas para
desenhar uma circunferéncia cujo raio é dado por um segmento e cujo
centro é um ponto dado (WAGNER, 2009, p. 3).

Nos dias de hoje a régua e o compasso podem ser substituidos muitas das vezes por
um dispositivo eletrénico, como o computador no qual com o auxilio de algumas ferra-
mentas especificas podem ser realizadas diversas constru¢des geométricas. Para realizar
as construgdes geométricas dos retangulos de ouro e prata que veremos a seguir utiliza-
remos o Software livre 8 “GeoGebra” que é um aplicativo livre e utilizado no estudo de
Geometria e Algebra, e que pode ser acessado também online.

3.1 Construgdo do retdngulo de ouro

Dizemos que um retangulo é de ouro ou esta na razdo de ouro ou razao aurea
quando dividindo ele em um quadrado e um retdngulo menor o retangulo original é se-
melhante ao retangulo menor, como podemos ver na Figura 3 a seguir em que o retangulo

(A,G,H,D) é semelhante ao retangulo (B,G,H,C), ou seja, a seguinte razao tem que valer:
AG _ GH

GH — HC

Para construir o retangulo de ouro iniciamos construindo o quadrado ABCD e to-
mamos no lado AB o ponto F que o estd dividindo ao meio conforme a Figura 3. Com
origem no ponto F construimos o arco de circunferéncia d que tem seus extremos nos

pontos ponto C e G marcado na extensao do lado AB. Uma vez obtido o ponto G deter-
mina-se o ponto H que € a interse¢ao do prolongamento de DC com o segmento GH per-
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pendicular ao segmento BG. Finalmente, os pontos G e H obtidos juntamente com os pon-
tos A e B iniciais determinam o retangulo ADHG que é um retangulo de ouro, conforme
a Figura 3 abaixo.

D a G H
r ]
/ ~
/ Y
/ \
/ \ d
/ a \
a /
/ \
/ \
/ \
4 \l
/
A F B G
O o ®) )
o a
E 2

Figura 3. Retangulo de ouro. Fonte: Autores (2023).

Utilizando a Figura 3 é possivel justificar a constru¢dao do retangulo de ouro feita
acima.

De fato, aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo AFBC temos que:

aVs

5

2
(FC) = (CB)? + (FB)2 = (FCy2 = a2+ (£) > FC= [*“=FC-

Como FC =FG e o segmento AG = AF +FG, temos que

avs
2

AG=AF+FG = AG = §+

e, portanto, dividindo o segmento AG pelo segmento AD, obtemos

a , aVv5
AG 7+~ AG 1++5
— =2 5= =
AD a AD 2

e isso mostra que o retangulo ADHG ¢é realmente um retangulo de ouro. Além disso, pela
construgao feita o ponto B divide o lado AG na razao de ouro.

3.2 Construgdio do retdngulo de prata

Dizemos que um retangulo é um retangulo de prata quando a razao entre dois de
seus lados adjacentes for a razao de prata. Equivalentemente, um retangulo sera de prata
quando existirem dois quadrados e um retangulo pequeno formando esse retangulo
maior de modo que o retangulo maior seja semelhante ao retangulo menor, como pode-
mos ver na Figura 4, o retangulo (A,H,I, D) sera de prata se ele for semelhante ao retangulo

AH  HI .
— = — for valida.

(E,H,LF), ou seja, se a razao TR

A Figura 4 mostra um retangulo de prata que construimos com o auxilio do GeoGe-
bra. Para construir esse retangulo, comecamos construindo os quadrados (A,B,G,D) e
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(B,E,F,G) que formam o retangulo (A,E,F,G) em que o ponto B esta dividindo o segmento
de reta AE ao meio. Com origem no ponto B € construido o arco de circunferéncia d que
tem seus extremos nos pontos F e H. De posse do ponto H constréi-se o ponto I que é o
encontro dos segmentos perpendiculares FI e HI, sendo assim traga-se o retangulo
(A,D,ILH) que é um retangulo de prata.

D G F
Q
v T N\
7 \
7 \
// A
/ \
a / A\ d
/ !
// '
\
/ .
// ‘
A B” E H
[ 2 @
a a

Figura 4. Retangulo de prata. Fonte: Autores (2023).

Vejamos no que segue, que realmente os lados do retangulo (A,D,L H) estdao na razao
de prata. A partir do teorema de Pitagoras aplicado no tridngulo ABEF temos que:

(BF)2 = (EF)? + (EB)2= (BF)?= a2 +a? = BF = v2aZ = BF = av2.

Sabendo que BF ¢é igual a BH e sabendo que o segmento AH € igual a soma de AB com
BH, ou seja, AH = AB+BH = a + a2 e fazendo a razio da base do retangulo (A,D,LH)
pela sua altura obtemos:

AH a+aV2

—=———=14+V2=0

AD a V2
que € o que queriamos verificar, gostariamos de ressaltar ainda que com a construgao feita
na Figura 4, os pontos B e E dividem o segmento AH na razao de prata.

3.3 Passo a passo para construgdo do retdngulo de prata no GeoGebra

Com a ferramenta GeoGebra, tanto o software quanto online, é possivel fazer cons-
trugbes geométricas como os retangulos de prata e ouro. Entdo visando melhor compre-
ensdo por parte do leitor de como sdo feitas estas construgdes, nesta se¢ao sera apresen-
tado o passo a passo da construcao do retangulo de prata utilizando-se o GeoGebra online
na versao "Classic".

Para construir o retingulo de prata no GeoGebra primeiro seleciona-se a opgao poli-
gono regular na barra de navegagao.
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&
“u,
IS
©
N
P
4
Jo!
g

:_ ~ Poligona
I Poligena Regular
I Poligono Rigido

- Poligono Semidetarmavel

Figura 5. Retangulo de prata,passo 1. Fonte: Autores (2023).

Em seguida selecione dois pontos sobre o plano cartesiano, confirme um poligono
regular com 4 vértices com isso sera plotado um quadrado.

A = Ponto(EixoX)
= (0.0 ®
B = Ponto(EixoX) H

= (-6,0) ®

Poligono Regular

Q

Figura 6. Retangulo de prata,passo 2. Fonte: Autores (2023).

Repita o processo utilizando os pontos da lateral do primeiro quadrado para cons-
truir um segundo quadrado ao lado do primeiro, veja a Figura 7.

S B IS OB & IV NP o Q=
A = Ponto{EixoX) N : @
= (-9.0) ®
B = Ponto(EixoX) :

4
= (6.0)
® D C
- poll = Poligona(A, B,4) :
[

=9

f = Segmenta(A, B, poll)

@
=3 : i
I >
W 4 1 3 [ I 1
_ pol2 = Poligono(C, B,4)
L 1
=9
_ i = Segmento(C, B, pol2)
C
=3
+
Q
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Figura 7. Retangulo de prata,passo 3. Fonte: Autores (2023).

Tendo feito os dois quadrados a saber (A,B,C,D) e (B,E,F,C), conforme Figura 7, com
a ferramenta compasso faz-se um circulo de centro B e raio BF, com isso obtemos o ponto
de intersec¢do G do circulo com o eixo x. Em seguida, traca-se a reta DF e uma perpendi-
cular que passe por esta reta e o ponto G, obtendo assim o ponto H de intersecao dessas
duas retas. Com a ferramenta segmento de reta ligue os pontos F ao H, Hao Ge GaoE,

obtendo o retangulo de prata (AGHD) da Figura 8.

A = Ponto(EixoX)
= (-9, 0
B = Ponto(EixoX)
= (6,0

poll = Poligono(A, B,4)

f = Segmento(A, B, pol1)

pol2 = Poligono(C, B, 4)

j = Segmento(C, B, pol2)
=3
X+ 6yl =18

G = Intersegio(c, EixoX, 2)

= (-1.76, 0)

CE

c: Circulo(B, Segmento(B, F))

PeOoTCBC@e @

Figura 8. Retangulo de prata,passo 4. Fonte: Autores (2023).

Apos os passos acima, abra o menu de configuragdes clique em mover e em seguida
nos objetos sobressalentes ao retangulo de prata, ira abrir o menu de configurages deste
objeto e com este menu se desativa a opcao exibir objeto para que o objeto nao apareca na
tela e no menu de navegacao do console clique em exibir ou esconder eixos e exibir e

esconder malha para ficar apenas com o retangulo de prata na area de trabalho do Geo-
Gebra, conforme Figura 9.

G = Intersecdo(c, EixoX, 2)

= (-176.0)

n = Segmento(A, G)

=724

p: Reta(D,F)

=y 3

q: Perpendicular(G, p)
= X =176

H = Intersec3o(p,q)

= (-1.76.3)

r = Segmento(D, H)
®

=724

s = Segmento(H, G)
®

=3

Figura 9. Retangulo de prata,passo 5. Fonte: Autores (2023).
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Referéncia bibliografica

4. Conclusao

Neste trabalho foram apresentados os nimeros metalicos, uma classe de ntimeros
que possuem muitas propriedades interessantes e uma relagao natural com a geometria,
como € o caso de seu membro mais conhecido, o nimero de ouro. Nos aprofundamos nos
estudos de dois de seus integrantes, os nimeros de ouro e de prata explorando principal-
mente as suas caracteristicas geométricas.

Sendo assim, apresentamos a construc¢ao com auxilio do GeoGebra dos retangulos
de ouro e de prata, bem como apresentamos um passo a passo para a construgao do re-
tangulo de prata usando o GeoGebra. Acreditamos que esse foi o principal diferencial
deste trabalho, e a partir disso observamos que ha muito a ser estudado e explorado com
relacdo aos nimeros metalicos, como por exemplo, as caracteristicas geométricas de seus
demais membros.

Por mais que este trabalho tenha se aprofundado nos ntiimeros de ouro e prata, sabe-
mos que os numeros metalicos sao uma classe infinita de niimeros do qual se pode explo-
rar as propriedades dos demais membros, como por exemplo do nimero de bronze, que
é um dos interesses dos autores para futuros trabalhos
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